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Abstract: In this paper，we establish a new comparison principle for impulsive differential systems
with time delay，then，using this comparison principle，we obtain some sufficient conditions for several
stabilities of impulsive delay differential equations． Finally，we present an example to show the effec-
tiveness of our results．










这方面有许多结果［3 － 14］，例如，在文献［5］中 Lak-
















设 Ｒ 是实数集，Ｒ + 是非负实数集，Z + 是正整
数集，Ｒn 是 n-维实欧式空间。
考虑下面的泛函微分方程:
x'( t) = f( t，xt ) ，t≠tk，
x( tk ) = x( t
－
k ) + Ik ( tk，x( t
－
k ) ) ，k∈Z +




其中: x∈Ｒn，x'是 x 的偏导数。脉冲时间{ tk } 满
足 0t0 ＜ t1 ＜… ＜ tk ＜…和 limk→ + ∞ tk = + ∞。假设 f
∈C( Ｒ + ×Ω，Ｒ
n ) ，同时 φ∈Ω，Ω∈PC( ［－ τ，0］，
Ｒn) 是开集，PC( ［－ τ，0］，Ｒn ) = { ψ∶［－ τ，0］→
Ｒn∶ψ 是除了有限个点 t 外均连续的函数，存在 ψ
( t + ) 和 ψ( t － ) 且 ψ( t + ) = ψ( t － ) ，对 ψ∈Ω，ψ 的
范数定义为‖ψ‖ = sup － τθ0 |ψ( θ) |，对每一个 t
t0，xt∈Ω，定义为 xt ( s) = x( t + s) ，s∈［－ τ，0］，
对 k∈Z + ，Ik ( t，x) ∈C( ［t0，∞］× Ｒ
n，Ｒn ) 。对ρ
＞ 0，ρ1 ＞ 0( 0 ＜ ρ1 ＜ ρ) 使 x∈S( ρ1 ) 有 x + Ik ( tk，
x) ∈S( ρ) ，其中 S( ρ) = { x∶ | x | ＜ ρ，x∈Ｒn}。
定义 PCB( t) = { xt∈Ω∶xt 有界} ，对t0 ＞
0，设 PCBδ ( t0 ) = { ψ∈PCB( t0 ) ∶‖ψ‖ ＜ δ}。
在这里，假设式( 1) 过点( t0，φ) 存在唯一解，
并且假设 f( t，0 ) = 0，Ik ( t，0 ) = 0，k∈Z + ，使得 x
( t) = 0 是式( 1) 的解，这个解叫平凡解。
现在给一些有用的符号和定义将在后面用
到。
定义 1: 函数 V∶［t0，－ τ，∞ ) × Ω→Ｒ + 属于
v0，如果
1) V 在 每 个 集 合［tk － 1，tk］ × Ω 上 连 续 且
lim( t，y) →( t －k ，x) V( t，y) = V( t
－
k ，x) 存在;
2) V( t，x) 在 x 是局部 Lipschitzian 且 V( t，0 )
≡0。
定义 2: 设 V∈v0，( t，ψ) ∈［tk － 1，tk ) × Ω，V
( t，x) 的右偏导数沿着式( 1) 的解定义为 D + V( t，
ψ( 0) ) = lim
h→0 +
sup 1h { V( t + h，ψ( 0) + hf( t，ψ) ) －
V( t，ψ( 0) ) }。
定义 3: 假设 x( t) = x( t，t0，φ) 是过点( t0，φ)
式( 1) 的解，则式( 1) 的平凡解称为
( H1 ) 稳定的，如果对t0∈Ｒ + ，ε ＞ 0，δ = δ
( ε，t0 ) ＞ 0 使得 φ∈PCBδ ( t0 ) 蕴含着 | x( t，t0，φ) |
＜ ε，tt0 ;
( H2 ) 吸引力的，如果对t0∈Ｒ + ，ε ＞ 0，δ
= δ( ε，t0 ) ＞ 0，T = T( t0，ε) ＞ 0 使得 φ∈PCBδ ( t0 )
蕴含着 | x( t，t0，φ) | ＜ ε，tt0 + T;
( H3 ) 渐进稳定，如果( H1 ) 和( H2 ) 同时满足;
( H4 ) 指数稳定，假设 λ ＞ 0 是一个常数，如果
对t0∈Ｒ + ，ε ＞ 0，δ = δ ( ε，t0 ) ＞ 0 使得 φ∈
PCBδ ( t0 ) 蕴含着 | x ( t，t0，φ) | ＜ ε·e
－ λ( t － t0) ，t
t0。
主要结果的证明将要用下面的引理。
引理 1［6］: 设 g0，g∈C［Ｒ + × Ｒ + ，Ｒ］满足: g0
( t，u) g( t，u) ，( t，u) ∈Ｒ + × Ｒ +。
则 γ( t，t0，u0) 是此方程右端最大解
u'( t) = g( t，u)
u( t0) = u0 ＞0{ 。
和 η( t，T，v0) 是此方程左端最大解
u'( t) = g0( t，u)
u( T) = v00{ 。
满足关系 γ( t，t0，u0 ) η( t，T，v0 ) ，t∈［t0，T］，其
中 γ( T，t0，u0 ) v0。
2 比较结果和应用




引理 2: 假设 g0，g∈C［Ｒ + × Ｒ + ，Ｒ］满足 g0
( t，u) g( t，u) ，( t，u) ∈Ｒ + × Ｒ + ，γ ( t，t0，u0 ) 是
此方程右端最大解
u'( t) = g( t，u) ，t≠tk，
u( tk ) = ψk ( u( t
－
k ) ) ，k = 1，2，…，




其中 0t0t1…，limk→∞ tk = ∞，ψk ( s) s，ψk∶Ｒ +
→Ｒ 是非减的，和 η( t，T，v0 ) 是此方程左端最大
解
u'( t) = g0 ( t，u) ，
u( T) = v00{ 。 ( 3)




tk = ∞，存在某个 k1 使得 T
∈［tk，tk + 1］。因为 γ ( T，t0，u0 ) v0，通过引理 1
有 γ( t，t0，u0 ) η( t，T，v0 ) ，t∈［tk，T］。当 t = tk
时，γ( t －k ，t0，u0 ) ψk ( γ ( t
－
k ，t0，u0 ) ) = γ ( tk，t0，
u0 ) η( tk，T，v0 ) 。因此，再次用引理 1 得 γ ( t，
t0，u0 ) η( t，T，v0 ) ，t∈［tk － 1，tk］。通过归纳，得
到 γ( t，t0，u0 ) η( t，T，v0 ) ，t0tT。
定理 1: 假设引理 2 的条件满足，x( t) = x( t，
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t0，φ) 是式( 1) 的解 xt0 = φ 且有如下条件成立:
1) V∈v0，如果 V( t + s，x( t + s) ) η( t + s，t，
V( t，x( t) ) ) ，－ τs0，则 D + V( t，x( t) ) g( t，V
( t，x( t) ) ) ，t≠tk ;
2) V( tk，x ( tk ) + Ik ( x ( tk ) ) ) ψk ( V ( t
－
k ，x
( t －k ) ) ) ，
其中 ψk ( s) s 且 ψk ( s) 是非减的。则 sup－ τs0V( t0
+ s，φ( s) ) u0 有 V( t，x( t) ) γ( t，t0，u0 ) ，tt0。
证明: 设存在式( 1) 的解 x( t) = x( t，t0，φ) ，t
t0，使得 sup－ τs0V ( t0 + s，φ ( s) ) u0。为简单起
见，设 m( t) = V( t，x( t) ) ，则 sup
－ τs0
m( t0 + s) = mt0
u0。
首先证明
m( s) ＜ u1 ( s，ε) ，s∈( t0，t1］ ( 4)
其中 ε ＞ 0 是足够小的，u1 ( s，ε) 是此方程的解
u'( t) = g( t，u) + ε
u( t0 ) = u0 +{ ε
且lim
ε→0
u1 ( s，ε) = γ( s，t0，u0 ) 。如果式( 4) 不成立，
则存在某个 t∈( t0，t1 ) 使得
m( t) = u1 ( t，ε) ，m( t) ＜ u1 ( t，ε) ，t∈( t0，t)
( 5)
因此，D + m( t) = lim
h→0 +
1
h ( m( t + h) － m( t) ) = limh→0 －
1
h ( m( t) －m( t + h) )  limh→0 －
1
h ( u1 ( t，ε) － u1 ( t +
h，ε) ) = lim
h→0 +
1
h ( u1 ( t + h，ε) － u1 ( t，ε) ) = D
+ u1
( t，ε) 。
这里，由于 t 是区间( t0，t1 ) 的内点且函数是连续
的，它表明左极限等于右极限，因此可以得
D + m( t) D + u1 ( t，ε) = g( t，u1 ( t，ε) ) + ε
( 6)
现在考虑此方程的左端最大解
η( s，t，m( t) ) ，t0st
u'( t) = g0 ( t，u) ，
u( t) =m( t{ ) 。
通过引理 2，得 γ( s，t0，u0 ) η( s，t，m( t) ) ，t0s
t。
因为 γ( t，t0，u0 ) = lim
ε→0
u1 ( t，ε) = m( t) = η( t，
t，m( t) ) 和 m( t) u1 ( t，ε) ，t∈［t0，t］，它得到
m( s) γ( s，t0，u0 ) η( s，t，m( t) ) ，t0st。
因为 mt0 u0，有 m ( t + s )  η ( t + s，t，m
( t) ) ，－ τs0。
因此，由条件 1) 有 D + m( t) g( t，m( t) ) = g ( t，
u1 ( t，ε) ) ，
这与式( 6) 相矛盾，于是式( 4) 得证。
当 t = t1 时，m ( t1 ) ψ1 ( m ( t
－
1 ) ) ψ1 ( γ




m( t) ＜ u2 ( t，ε) ，t∈( t0，t2］ ( 7)
其中 ε ＞ 0 是足够小的，u2 ( t，ε) 是此方程的解
u'( t) = g( t，u) + ε
u( t1 ) = γ
+
1 + ε





u2 ( t，ε) = γ( t，t0，u0 ) 。通过这上面的证明，
容易得到
m( t) ＜ u2 ( t，ε) ，t∈( t0，t1］ ( 8)
如果式( 7) 不成立，则存在一个 t'∈( t1，t2 ) 使得
m( t') = u2 ( t'，ε) ，m( t) ＜ u2 ( t，ε) ，t∈( t0，t')
( 9)
这表明
D + m( t') D + u2 ( t'，ε) = g( t'，u2 ( t'，ε) ) + ε
( 10)
现在考虑此方程左边最大解
η( s，t'，m( t') ) ，t0st'
u'( t) = g0 ( t，u)
u( t') =m( t'{ )
通过引理 2，得到 γ( s，t0，u0 ) η( s，t'，m( t') ) ，t0
st'。
因为 γ( t'，t0，u0 ) = lim
ε→0
u2 ( t'，ε) = m ( t') = η ( t'，
t'，m( t') ) ，由此可见 m( t) u2 ( t，ε) ，t∈［t0，t'］
和 m( s) γ ( s，t0，u0 ) η ( s，t'，m ( t') ) ，t0s
t'。这表明 m( t' + s) η( t' + s，t'，m( t') ) ，－ τs
0。因此，由条件 1) 有 D + m( t') g( t'，m( t') )
= g( t'，u2 ( t'，ε) ) ，这与式( 10 ) 相矛盾，因此，式
( 7) 得证。综上得到
m( t) ＜ uk ( t，ε) ，t∈［t0，tk］
其中 ε ＞ 0 是足够小的，uk ( t，ε) 是此方程的解
u'( t) = g( t，u) + ε
u( tm ) = γ
+
m + ε， m = 1，2，…，k － 1
u( t0 ) = u0 +
{
ε
且 γ +m = ψm ( u ( t
－
m ) ) ，lim
ε→0
uk ( t，ε) = γ ( t，t0，u0 ) 。
这蕴含着 m( t) γ( t，t0，u0 ) ，tt0，证毕。
下面将建立方程( 1) 的一些稳定性标准。
定理 2: 假设定理 1 的条件满足。此外，如果
存在函数 a∈K( 严格增的连续函数且 a( 0 ) = 0 )
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使得




得到。首先，将证明系统( 1 ) 的平凡解是稳定的，
因为系统( 2 ) 的平凡解是稳定的，对t0∈Ｒ + ，ε
＞ 0，δ1 = δ1 ( t0，ε) ，使得
u( t，t0，u0 ) ＜ a( ε) ，0 ＜ u0 ＜ δ1，tt0。
因为 V( t，0) = 0，则δ2 = δ2 ( t0，δ1 ) ＞ 0，使得
V( t0 + s，φ( s) ) u0 ＜ δ1，‖φ‖ ＜ δ2，－ τs
0。
令 δ = min{ δ1，δ2 } ，由定理 1 得
a( | x | ) V( t，t0，φ) γ( t，t0，u0 ) ＜ a( ε) ，
‖φ‖ ＜ δ。
因此，| x | ＜ ε，即系统( 1) 的平凡解是稳定的。
现证系统( 1) 的平凡解是有吸引力的。
对φ∈Ω，t0∈Ｒ + ，ε ＞ 0，u0 满足 V( t0 + s，
φ( s) ) u0，－ τs0。由于 u ( t，t0，u0 ) 是渐近
稳定的，所以T + T( ε，t0，u0 ) 使得
u( t，t0，u0 ) ＜ a( ε) ，tt0 + T。
由定理 1 得
a( | x | ) V( t，t0，φ) u ( t，t0，u0 ) ＜ a ( ε) ，t
t0 + T。
因此，| x | ＜ ε，tt0 + T。即系统( 1 ) 的平凡解是
有吸引力的。所以系统( 1 ) 的平凡解是渐近稳定
的。
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